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El propdsito de este trabajo es obtener las ecuaciones implicitas de las figuras de Lissgjous

en la fooma f(x,y)=0 usando agunas propiedades elementales de los polinomios de
Chebyshev

Una figura de Lissgous es la trayectoria de un punto movil cuyas coordenadas
rectangulares son movimientos armonicos simples. La ecuacién de un movimiento arménico

smplees x =acos(wt+j ) dondet ese tiempoy las constantes a, ?,y | son laamplitud, la
frecuencia, y la fase respectivamente. Las ecuaciones paramétricas de las figuras de Lissgjous son
por tanto

x=acos(wt+j ,)
y=bcos(w,t +j ,) .

Las constantesa y b determinan € tamafio de la curva mientras que su forma depende de la
razén de sus frecuencias. S las frecuencias son iguaes, la curva es 0 una €lipse 0 un segmento,
ocurriendo este caso s la diferencia de fases es un multiplo de p. Esta propiedad puede usarse para
estudiar una sefial desconocida. Si aplicamos la sefial desconocida a e verticad de un
osciloscopio y entonces variamos la frecuencia horizontal, cuando € osciloscopio muestre una
elipse hemos determinado la sefid de la frecuencia

Las figuras de Lissgous fueron descubiertas por € astronomo y matemético americano
Nathaniel Bowditch in 1815 cuando estudiaba el movimiento del péndulo compuesto. Bowditch
(1773-1838) fué un cientifico autodidacta, capitdn de un navio mercante, presidente de una
compafiia de seguros, actuario de la Compafiia de Seguros del Hospital de Boston, y presidente de
la Academia Americana de las Artes y las Ciencias. Autor de numerosos trabgos cientificos, es
recordado principamente por su libro “The New American Practical Navigator”, que fue
adoptado por e Departamento Americano de la Marina de Estados Unidos. Jules Antoine
Lissgjous (1822-1880) fue un fisico francés que, independientemente de Bowditch, estudid
ampliamente las curvas que llevan su nombre en sus investigaciones sobre Optica. [2].

Entre las diferentes formas de escribir |as ecuaciones paramétricas para las figuras, o curvas
(un término mas natural), de Lissgous, elegimos e siguiente, donde m y n son enteros, primos

entresi, py g sonnimeros redesy O£t £ 2p :
X =acos(mt + p) O
y=bsin(nt+q) .
Obviamente cualquier figura cuya razén de fecuencias es racional puede expresarse de esta
forma haciendo un cambio linea de variable. El expresar la abscisa como funcion del seno y la
ordenada como funcion del coseno tiene agun proposito. Esta parametrizacion es semejante ala

parametrizacion de la circunferencia 'y, por otra parte, nos permite expresar la ecuacion implicita
de una figura de Lissgous de una forma simple.



Anteriormente hemos dicho que la dipse es una curva de Lissgous. Otras curvas bien
conocidas también lo son. Indicamos una lista de algunas de elas con sus nombres [3]. Los
Lectores con calculadoras gréficas pueden ver sus formas, y aquellas otras curvas de Lisssgous

gue no aparecen en larelacion.

Ecuaciones Paramétricas Nombre Ecuacion Implicita
X =r cost . .
y=rsint Circunferencia X2+ y? =r?
x=acos(t- p/2) Segmento X_ y_
y=bdnt a b
X = acost .
y:bsnt E||p% XZ/a2+y2/b2:1
X = acost .
y=(al2)sina Lemniscata de Gerono x* = a2 (x%- y?)
X=-cosa LetraC 2 = (x4 ]
y=2psint (Parébola) y” =2p(x+1)
X=cosz2 - .

! Cdbica deTschirnhaus 2 = -
X = cost
y=sind El Logo delaABC (4x°- 3x)2+y?=1
X= ZﬁFOSt Alforja X' +4x%(y- 2)+8(y- 1)2=0
y=+/2sin(2t +5p /4)

Estos gemplos son Gtiles para mostrar algunas de las propiedades de las curvas de
Lissgjous. Por ggemplo, en & caso del segmento de recta, la parabola, o la cubica de Tchirhaus el
punto movil giray regresa por d mismo camino. Estos casos los designaremos como casos
degenerados. En los casos no degenerados, € punto nunca invierte la direccion. La terminologia
puede no ser lamejor pero es Util paraidentificar los casos facilmente. Una curva de Lissgjous (1)

es degenerada cuando mespary SNd =00 mesimpary €0sd =0 donded= mq-np.End
caso degenerado, la curva puede determinarse cuando t varia en un intervao de longitud p.
Notemos que cuaquier intervalo de esta longitud no describe la curva completamente. Esta
discusion sobre e parametro es importante s, en la definicion de curva paramétrica, se exige la
condicion de que la aplicacion sealocamente inyectiva. [1] [4].

En geometria analitica plana una curva se define por su ecuacion implicita fxy)=0 g

_ 8 iy
Fooy)=a axy’ e un polinomio, se le llama curva algebraica y curva trascendente si f es
una funcién trascendente. Las curvas de Lissgous son curvas algebraicas.
La ecuacion implicita de una curva de Lissgjous se obtiene eliminando € parametro t de las
ecuaciones paramétricas. Este proceso puede realizarse como sigue:

1. Expresar x ey en terminos de cos nt, Sn nt, cos nt, and sin nt usando las férmulas de la suma
y de ladiferencia de dos angulos.
2. Expresar las funciones trigonomeétricas de los dngulos multiples en términosde sin t y cost.

3. Expresar las funciones sin t and cos t en términos de U= tan(t/2) ysando las conocidas
formulas

1- u?

sint = >

>, Cost=
1+u 1+u




Tenemos entonces una parametrizacion raciona delacurva, x=r(u), y =s(u).

4. Eliminar € parametro u.

El proceso anterior puede hacerse, algunas veces simplemente, pero generalmente de una
forma complicada que requiere tiempo y @ uso de herramientas de eliminacion agebraica [5].
Edta dificultad se pone de manifiesto cuando aplicamos este proceso a alguna de las ecuciones
paramétricas citadas en lalista anterior. Probaremos que las ecuaciones implicitas de las curvas de
Lissgjous pueden hallarse usando los polinomios de Chebyshev.

El polinomio de Chebyshev de grado n esté caracterizado por la propiedad T»(C0S@) = cosna.
Los primeros sei's polinomios con sus correspondientes férmulas del dngulo multiple son

Polinomio de Chebyshev Férmula del angulo mdltiple

T,(x)=1 cosOxa=1

T.(X) =x cosa=cosa

T,(x)=2x*-1 cos2a=2cos’a- 1

T,(X) = 4% - 3 cos3a = 4cos’a- 3cosa

T,(X) =8x*- 8x*+1 cosda =8cos’a- 8cos’ a+1

T, = 16X%° - 20x3 + 5x cosba =16c0s’ a- 20cos’ a+5cosa

Cuando n es pequerio, los polinomios de Chebyshev pueden calcularse usando la recurrencia
T,(0 = 2XT, (%) T,.,(%), Ty(x) =1, T,(x) =x.
Laformula puede obtenerse usando la suma de cosenos

T (cosa)+T, ,(cosa)=cosna +cos(n- 1)a=2cosacos(n- 1)a.
Los polinomios de Chebyshev son curvas de Lissgjous. De hecho, una parametrizacion de la
curva Y =T (X) para|X| £1 esx=cost,y=-9n(t - p/2), 0<t < 2p.

Los polinomios de Chebyshev tienen la propiedad
i n-1

T,sina)={C 17
L(-1)2cosna, n par

snna, nimpar
Par 2

Veamos esto cuando n = 2K,
T,.(sna) =T, (cos(a- p/2)) =coszk(a- p /2) =cos(2ka- kp)
= cos2ka coskp +sin2kasinkp = (- 1) cos2ka.

La demostracion es andoga cuando n esimpar.



Teorema. Dadalacurva paramétrica plana

X = cos(nt + p)
y=sin(nt+q),
O£T£ D, donde P, g Son nUmeros realesy m, n enteros primos entre Si.
Sea
m
d= p‘
n q.

Entonces la ecuacién de la curvaes
@ T +T(¥)- 2(- DT, (YT, (y)cosd - sin’d =0

s mespary and? 0

(@ cosd T,(x)- ()T (y)=0

s mespary Snd =0,

5 TP +T(y) - 2(- )PP ()T (y)sind - cos’d =0

s mesimpary ©08(d)* 0 y
© snd T,00- (- (y) =0

s mesimpary cosd =0,

Demostracion.

Probaremos (3) vy (4), los casos cuando m es par. Cuando m es impar, (5) y (6) se obtienen
analogamente.

Aplicando (2) con m par asi como la propiedad caracteristica de los polinomios de Chebyshev
obtenemos

T (y) =T _(sin(nt +g)) = (- )™?2 cos(mnt + mq),
T,(x) =T, (cos(mt + p)) = cos(mnt + np).
Aplicando laformula del coseno de la suma de dos angulos obtenemos

cosmgcosmnt - snmgsinmnt = (- )™*T_(y)

cosnp cosmnt - sSin npsin mnt =T (x). @
Este esun sistemalinea en cos mnty Sn mnt, con determinante
cosmg - sinmq
cosnp - sinnp

=dnmgcosnp - cosmgsinnp =sin(mg- np) =sind .

S 9nd ! 0, gplicando laregla de Cramer obtenemos la solucién

_ sinmg (-1)™*sinnp
t= SNMAp .y A2 SPg
cosm sind ) sind n(Y)
cosmy (-1)™* cosnp
sinmnt = - T.(X) - .—Tm(y) .
sind sind

Sugtituyendo en laidentidad €os® mnt+sn > mnt =1 y observando que de acuerdo ala

férmula del coseno de la diferencia de dos angulos, & coeficiente de Tm ()T, (Y) es
m'2
-2(-1)

2

m/2
e (cosmgcosnp +sin mqsinnp):#cos(mq- np)

sin’d
obtenemos (3) después de multiplicar la ecuacion por sin“d.
g Sind =0, ¢ sstema (7) tiene sdlucién s



cosmg _ - sinmg _ (- )™ T,.(y)
cosnp - snnp T.(X)

y entonces

cosmqT, (x) = (- )™ cosnpT,, (y)

sinmgT, (x) = (- )™?sinnpT, (y) .
Sumando las ecuaciones después de multiplicar la primera por cos np y la segunda por sin np se
tiene

(cosmg cosnp +sinmgsin np)T. (x) = (- Y™

(cos’ np+sin® np)T, ()

0
cos(mq - np)T,(x) = (- )™T,,(y)
lo cual es (4).
Por exemplo, la curva de Lissajous no degenerada con mpar ysind =1,

X =3cosz
y=+/2sin(a + %)
tiene la ecuacion implicita

.2 .2
a0 ey 0

T.c== +T,0—+ =1
3332’ Zg\/i )
o, smplificando,
3 L2
aaIx ) Xg +(y2_1)2 -1
§ 27 P
Otros gemplos son

Ecuaciones Paramétricas Ecuacion Implicita
X = cosa 3 > A 3 2 )1
V=St~ 5 /12) (ax® - 3xf +(2y2 - 1F - J/3{ax® - 3x)2y? - 1)_Z
X =cos(3t +p /4) X2 +(4y® - 3y)? - J2x(4y®- 3y) =1/2
y =sint
X =cos4 4x° - 3x=8y"*- 8y*+1
y=sind
X = Cos5t 3x- 4x° =16y° - 20y° + by
y=sin(3-p/2)

Es natural preguntarse s € reciproco del teorema es cierto, i.e., S un punto satisface
cualquiera de las ecuaciones (3)-(6) es unafigurade Lissgjous. Larespuesta a esta cuestion es“s”
paralos casos no degenerados (3) y (5) y “no siempre” para |os casos degenerados (4) y (6). Las
demostraciones no seran dads aqui (para (3) y (5) esencidmente consisten en recorrer la
demostracion del teorema a reveés). pero se pueden solicitar a autor.

Las ecuaciones (3)-(6) se definen para cua esquiera enteros positivosmy n. Si d = ged(m, n)
> 1, cada una de las euaciones define implicitamente una curva que contiene la figura de

Lisssjous con parametros Mé=m/d n¢=n/d p=0,y q=d/ m, y también otras curvas.
Con respecto a estas ecuaciones podemos plantear las conjeturas siguientes:




Conjetura |. Cada una de las ecuaciones implicitas (3)-(6) determina una curva formada por un
numero finito de figuras de Lissgous.

Conjeturall. Los polinomios en dos variables que definen las ecuaciones (3)-(6) son irreducibles
enR sy s0lod my n son primos entre si.
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